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In der vorliegenden Abhandlung wird eine systematische Deduktion der Isomorphismen 
innerhalb der Gruppen und Doppelgruppen yon Punktsymmetrien angegeben und das Resul- 
tat in Tabellen veransehaulicht. Dabei werden folgende Begriffe und Sgtze aus der elementaren 
Gruppentheorie verwendet: Gruppe, Untergruppe, cyelisehe Untergruppe, Normalteiler, 
Ordnung, Index, Nebenklasse, direktes Produkt, Itomomorphie, Isomorphie, Faktorgruppe, 
Isomorphiesatz. 

In the present paper a systematic deduction of the isomorphisms among the groups and 
double-groups of point-symmetries is given. The results are shown in tables. The following 
concepts and theorems from elementary group theory are used: group, sub-group, cyclic sub- 
group, invariant sub-group, order, index, coset, direct product, homomorphism, isomorphism, 
factor-group, theorem of isomorphism. 

Dans la pr6sente publication une d6duetion syst4matique des isomorphismes parmi les 
groupes et double-groupes de sym4~ries s point fixe est donn4e; les r4sul~ats obtenus sont 
illustr4s dans des tableaux. On a utilis4 les notions et th4or~mes suivants de la th4orie 616- 
mentaire des groupes: groupe, sous-groupe, sous-groupe eyclique, sous-groupe invariant, 
ordre, indiee, sous-groupe assoei4, produit direct, homomorphisme, isomorphisme, groupe 
factoriel et th4orgme d'isomorphisme. 

Die praktiseh wiehtigste Anwendung der Gruppentheorie auf dem Gebiet der 
Quantenmeehanik grfindet sieh anf Informationen, die wir mit ttilfe der Charak- 
tere einer gegebenen Symmetrie entnehmen kSnnen. Ist n/~mlich eine beobaehtbare 
Gr6Be eines quantenmechanischen Systems - eine Observable - unempfindlich 
gegenfiber Vers des Systems und sind diese Ver/inderungen spezielle 
Deekoperationen zu einer bestimmten Symmetric, sind also die Deekoperationen 
an dem System ohne EinfluB auf die Observable, dann erlaubt uns die Kenntnis 
der Charaktere zu dieser Symmetric eine physikalisch sinnvolle Klassifizierung 
yon Quantenzahlen und Eigenfunktionen, Einbliek in ihr Transformationsver- 
halten bei Anwendung der Gruppenoperationen und ihren Entartungsgrad, qualita- 
tive Aussagen fiber die Wirkung kleiner StSrungen des Systems yon auBen, 
wesentliehe Vereinfaehungen bei numerischen Reehnungen u. a. m. 

Innerhalb der Chemic ist das System ,,Molektil" und die Beobaehtung seiner 
Energie ein tIauptanliegen, und Symmetrien in diesem Zusammenhang sind solehe 
mit gemeinsamem Fixpunkt aller Symmetrieoperationen, die ,,Punktsymme- 
trien". Klassifizierung der Energieeigenzusts und Terme, Sehalenaufbau, 
optische ~bergangsverbote, Termaufspaltung zufolge der Wirkung s Felder, 
Eignung yon Valenzzustgnden zweier Molekfiltefle zur Formulierung einer hom6o- 
polaren Bindung, Klassifikation von Normalsehwingungen usw. geh6ren in diesem 
Fall zum Informationssehatz der Charakterentafel. 

* Meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. JosEPI~ LE~SE, in Dankbarkeit zu. 
geeignet. 
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Bei der Benutzung der Charakterentafeln f~llt auf, dag es versehiedene Sym- 
metrien mit identiseher Charakterentafel gibt. Als Grund daffir finder man, dab 
zwischen solehen Symmetrien die M6glichkeit einer umkehrbar eindeutigen Zu- 
ordnung der einzelnen Symmetrieoperationen besteht, und dab diese Znordnung 
strukturtreu ist, d. h. auch beziiglieh aller innerhalb der Gruppe mSgliehen Zer- 
legungen der Symmetrieoperation in Tefloperationen bestehen bleibt. Man sagt, 
die Symmetrien sind ~quivalent, die Symmetriegruppen sind isomorph oder sie 
sind verschiedene geometrisehe Interpretationen einer abstrakten Gruppe. 

Die Charakterentafel ist demnach dureh die Struktur der Gruppe vSllig be- 
stilamt. Dem naheliegenden Bediirfixis, entweder alle isomorphen Symmetrie- 
gruppen ihrer gemeinsamen Charakterentafel zugeordnet zu finden oder aber eine 
Methode zur Herstellung dieser Ordnung zu haben, wird in den einschl~gigen Lehr- 
biichern nieht oder unvollsti~ndig entsproehen. Darfiber hinaus ist uns aus der 
Literatur keine generelle Argumentation mit den anschauHchen Begriffen der 
Symmetriegruppe bekannt, wonach diese Isomorphismen logisch zwingend erfaBt 
~erden. Im folgenden soll daher ein solches Verfahren ffir die Gruppen und Doppel- 
gruppen der Punktsymmetrien dargelegt und als Resul~at eine vollst/~ndige Ta- 
belle angegeben werden. 

Wir behandeln zuns die einfachen Punktsymmetriegruppen. 
Die geometrische Interpretation einer Gruppe dureh eine Punktsymmetrie 

erster Art, eine Symmetriegruppe, die nur Drehungen und keine Spiegelungen ent- 
hi~lt, ist, falls mSglich, eindeutig. Dieser Tatbestand wird ansehaulich klar, wenn 
man sieh mittels der Geometrie davon fiberzeugt, dag Zahl und Zghligkeit der 
Synlmetrieaehsen aueh deren gegenseitige Orientierung und damit alles Erforder- 
liche fiber das Symmetrieachsensystem festlegt. Da die einzig mSgliehe geome- 
trische Interpretation einer cyclisehen Gruppe der Ordnung m dureh eine Sym- 
metrie erster Art zur Symmetrie einer m-zi~hligen Drehachse ffihrt, da andererseits 
Zahl und Ordnung der eyclischen Untergruppen in einer Gruppe endlicher Ordnung 
feststehen, ist die Symmetrie durch die Gruppe also fes~gelegt. Es gibt keine 
~quivalenten Punktsymmetrien erster Art. 

Wir erggnzen die Punktsymmetrien erster Art dureh solehe zweiter Art. Da- 
bei verwenden wit mit Vorteil das Korollar : 

Enthi~lt eine Klasse gquivalenter Pun~tsyqnmetrien mehr als eine Symmetrie, dann 
befindet sich darunter immer eine Symmetrie erster Art. 

Beweis: Symmetrien zweiter Art enthalten eine Untersymmetrie erster Art 
yore Index 2; denn die Drehungen bilden ffir sieh eine Gruppe, und die Zu- 
sammensetzung zweier beliebiger Operationen zweiter Art aus der Gesamtsymme- 
trie entsprieht einer ihrer Drehungen. Also liegen alle Operationen zweiter Art in 
der einzigen Nebenk]asse. Eine Symmetriegruppe zweiter Art S laBt demnach 
immer eine Zerlegung zu 

wobei die g, die Drehungen und s irgendeine Operation zweiter Art ans der Sym- 
metriegruppe S bezeichnen sollen. 

Es ist nun zweekm~Big, diese Nebenklasseneinteilung (i) unter Benutzung der 
Inversion am Fixpunkt i zu schreiben. Das Element i ist yon der Ordnung zwei, und 
es ist mit jeder beliebigen Drehung am eine Achse (lurch den Fixpunkt vertausch- 
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bur. Daraus geht hervor, da[~ ein behebiges Element zweiter Art s aus S in ein- 
deutiger Weise in die Inversion i und eine (nieht notwendig zu S geh6rige) Drehung 
c zerlegt werden kann: 

S ~ - i c - - c i  . 

Ffir die Nebenklasseneinteflung (l) sind demnaeh zwei F/~lle m5ghch : 

(1 a) Die Symmetriegruppe S enth/~lt die Inversion i. 

Dann gilt: S = (g~ ; g~i) . 

(l b) Die Symme~riegruppe enth~lt die Inversion i nicht. 

Dann gilt: S = (g~ ; g'~i) , 

wobei die Drehungen g', = g~c nicht zu den Symmetrieoperationen aus S 
gehSren. 

Im Falle (~a) liegt ein direktes Produkt vor 

S =  ~xS~ , 
wobei g die Untersymmetrie erster Art mit den Drehungen g~ und S s die Inver- 
sionsgruppe, bestehend aus der Einheit e und der Inversion i bezeiehnet. 

Im Falle (l b) ffihrt der ~bergang i--> e (e = Gruppeneins) zu einer Abbildung 

die umkehrbar eindeutig 

und wegen 

g~ 

s 1 6 3  g'. ) 

ein Isomorphisnms ist, der auf eine Symmetriegruppe ers~er Art fiihrt. 
Zu jeder Symmetriegruppe zweiter Art ohne Inversionszentrum gibt es also 

eine isomorphe Symmetriegruppe erster Art. 
Demnaeh sind isomorphe Symmetriegruppen zweiter Art ohne Isomorphie zu 

einer Symmetriegruppe erster Art mlr innerhalb der Symmetriegruppen mit Inver- 
sionszentrum zu suehen. 

Eine solehe Isomorphie 
g~ x S2'~ g~ x S~ 

wfirde aber zur Isomorphie zwisehen Symmetriegruppen erster Art g l ~  g2 f/ih- 
ren, was der eingangs erwghnten Eindeutigkeit der Interpretation einer Grnppe 
durch eine Symmetrie erster Art widersprieht. 

Damit ist aber unser Korollar bewiesen. 

Um bestehende Isomorphismen systematisch aufzufinden, kSnnen wir also 
dem Korollar gemgB yon den Purfl<tsymmetrien erster Art ansgehen. Dabei wird 
sich die vorgenommene Fallunterscheidung als nfitzlich erweisen. 

Besteh~ eine Isomorphie zwischen Punktsymmetriegruppen, dann muB die 
isomorphe Symmetriegruppe erster Art eine Untergruppe yore Index 2 besitzen. 
Indem wit alle m6glichen, geometrisch nicht gquivalenten Zerlegungen nach einer 
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solehen Untergruppe und ihrer Nebenklasse an den Symmetriegruppen erster Art 
vornehmen, bieten sieh zwei Wege zur Erzeugung isomorpher Symmetrien zweiter 
Art an. 

(2b) Gem~g dem f0bergang 
G = (g~ ; g ; ) -+  (g~ ; g;~) 

erhalten ~dr Symmetriegruppen zweiter Art ohne Inversionszentrum. Alia 
yon den versehiedenen Zerlegungen einer Gruppe erster Art G auf diese Weise 
abgeleiteten Symmetriegruppen zweiter Art  sind untereinander und zu G 
isomorph. Mit dieser Zuordnung werden alle Symmetriegruppen zweiter Art 
ohne Inversionszentrum erfaBt. 

(2a) Erweis*~ sich eine Zerlegung der obigen Art als direktes Produkt  aus der 
Untergruppe g und eine Untergruppe der Ordnung zwei, ist also 

so besteht neben der Zuordnung (2 b) noch (vgl. I a) die Zuordnung 

G =  g x C2 = (g~ ; g~%)--> (g, ; g~i) = g x S~ , 

welche zu einer isomorphen Symmetriegruppe mit Inversionszentrum fiihrt. 

(2c) Die mit  ( 2 a ) u n d  (2b) noch nicht erfaBten Symmetriegruppen sind not- 
wendig yon der Form G • S~, sie entstehen dutch direkte Produktbildung 
yon S 2 mit  alien beim Schritt (2a) nicht aIs direkte Faktoren aufgetretenen 
Symmetriegruppen erster Art. 

Bevor wir an Hand  des dargelegten Verfahrens eine Tabelle der/~quiva]enten 
Punk~symmetrien aufstellen, ist es zweckm~gig, sich die geometrisehe Bedeutung 
des direkten Produktes zweier Untergruppen erster Art yon der Ordnung 2 bzw. 
dem Index 2 klarzumachen. 

Die Symmetrieuntergruppe erster Art yon der Ordnung 2, die C2, enth/~lt die 
Einheit und eine Drehung c2 um den Winkel •. Sie kann dann und nur dann als 
direkter Faktor  auftreten, wenn c 2 mit  allen iibrigen Drehungen vertausehbar ist 
und nicht in der Untergruppe g aus der Zerlegung G = g �9 C~ vorkommt.  Die 
Bedingung ftir Vertausehbarkeit wird ansehaulieh klar an der geometrisehen Be- 
deutung yon konjugierten Drehungen. Gilt n/~hmlich c' = d c d -~, so reprgsentiert 
c' eine Drehung desselben Winkels wie c um eine Achse, in die die Achse zu c 
zufolge der Drehung d iibergeht. Vertausehbarkeit yon c und d in der Form 
c = d c d -:1 bzw. d = c d c-1 interpretiert, besagt also, dab Achsenriehtungen "und 
Drehwinkel durch wechselseitige Konjugation nicht veri~ndert werden. Vertausch- 
bare Drehungen haben demnach'zusammenfallende Aehsen oder aueh, falls die 
Drehwinkel Umklappungen sind, aufeinander senkreehte Aehsen. Zusammen mit  
der Bedingung, dab c 2 nicht in g vorkommen darf, ergibt sieh damit:  

Die Zerlegung yon G in ein direktes Produkt  der Form G = g • C 2 ist dann 
und nur dann mSglich, wenn das Achsensystem der Symetrieuntergruppe g 
auBer einer Drehaehse ungerader Z&hligkeit in Achsenrichtung yon C 2 und dazu 
senkrechten Zweieraehsen keine weiteren Drehachsen aufweist. 

M_it diesen Bemerkungen diirfte es ohne groBe Miihe mSghch sein, in der nach- 
stehenden Tab. I die angegebenen Isomorphien der Punktsymmetriegruppen 
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selbst  nachzupri i fen.  Ausgehend yon  einer Symmet r i e  ers ter  A r t  f iberzeugt  man  
sieh yon  ihren  Zer legungsm6gl iehkei ten  naeh  einer Un te rg ruppe  vom I n d e x  2 
(jeweils in einer Zeile aufgefi ihrt)  und  sehl iegt  gem~B (2b) (Doppelpfeil)  und,  falls 
mSglieh, gem~13 (2 a) (einfaeher Pfeil) au f  eine jeweils i somorphe  S y m m e t r i e g r u p p e  
zweiter Art. Klassen ~quivalenter Symmetrien sind am linken Tabellenrand noch 
durch Klammern deutlieh gemaeht. Das Fehlen einer Untergruppe yore Index 2 
bei der Tetraeder- End Ikosaedergruppe T und J kann aus der Isomorphie zu 
~ und g[s, den alternierenden Permutationsgrulopen , gesehlossen werden. Es gilt 
n~mlich der Satz, dab 91n keine Untergruppen vom Index 2 hat, falls n> 4 ist. 

Zur Nomenklatur sei noch bemerkt : Groge Buchstaben kennzeiehnen Gruppen, 

kleine Buehstaben Symmetrieoperationen; Drehungen nm den Winkel 2~ sind 
n 

durch den Index n charakterisiert. Allgemein sind Drehungen dnrch den Buchsta- 
ben c und, falls es sich um zweiz/~hlige Drehungen um zur Ilauptachse senkreehte 
Diederachsen handelt, mit d e bezeichnet. Die Sehreibweise Den = (C2n ; Czn " d~) 

z. B. bedeu te t  eine Zer legung von D2n in die Un te rg ruppe  C ~  und  die Neben-  
klasse Cen" d~, bes~ehend aus allen P r o d u k t e n  der  E lemen te  yon  Cen mit  d e. 

Die Tabel le  grit s t reng nur  fiir n > 1 ; ffir n = I wird  die Gruppenbeze iehnung  
speziell  bei  den  Diede rg ruppen  inkonsequent .  Deshalb  is t  am rechten  Tabellen-  

Tabelle 1. Zur Isomorphie der Punktsymmetriegruppen 

= (C~; C,~.cg 
= (C~; C~.c2.i) 
= (C~; C,~.i) 

= (C~;  C2~.c~)  ~ 
= (C~; C~.c~.i)  

= ( C . ;  C ~ . i )  

= (Cn; C~.d~.i) 

= (C2~; C2~'d2'i) 

~ C2n 
'~ C n h  JF 

Lg C 2 .  
$2, 

B "D2n 
C2nv 

rl 

I[D~ = (C,.;C,..d,) 
C2~. = (C2.; C2,~'d2"i) ~" 
D n ~  

l[ 

{-.,, = ,) 

{T~ = (T; T.i)  

0 = (T; T. c4) 
T~ : (T; T.c4.i ) 

P 
{J~, = (J; J. i )  

Theoret .  chim. Ac ta  (Berl.) Vol. "2 

= C~ x C~ 

= \ /  C~ xS~ 

C~ x $2 (fiir n = 2 siehe letzte Spalte) 

(n~;D~.i)  

(D,~; D~'c2~'i) 

= D.  x C2 

= k / D , ,  x $2 

C 1 

c~ 5 \  1 S 
S2 , 

.D2 n x S~ 

= T x  S 2 

J •  S~ 

14 

D2 
c2o 41 
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rand die ftir n = i bei Umdeutung yon Haupt- und Nebenaehsen entstehende Be- 
zeiehnung angegeben. Dabei ergibt sieh speziell fiir C2h im Gegensatz zur Gruppe 
C2n~ Isomorphie mit anderen Symmetriegruppen. 

•iir die in der Tabelle angefiihrten Punktsymmetrien kann n beliebig grebe 
endliehe Werte annehmen. Der Grenziibergang n -> co allerdings stSBt auf Sehwie- 
rigkeiten, wie man sehon aus der Abhgngigkeit der Klasseneinteflung nach/~qui- 
valenten Symmetrien yon der Teilbarkeit der Zahl n durch 2 erkennt. Der (~ber- 
gang n --> oo wtirde zu Gruppen abz/~hlbarer Ordnung ftihren, deren geometrisehe 
Interpretation besonders dann auf topologisehe Sehwierigkeiten, auf physikaliseh 
gesehen pathologisehe Symmetrien fiihren wfirde, wenn wir zur Interpretation 
als Symmetrie die geometrisehe Sonderstellung yon so]ehen Untergruppen ver- 
stehen mtigten, die aus der Gesamtheit der Operationen zu einer Achse unend- 
lieher Z/~hligkeit eine unendliehe Teilgesamtheit enthalten. Es ist demnaeh physika- 
lisch naheliegend, auf einen Grenziibergang der diskutierten Art zu verzichten und 
allen Aehsen mit nieht endlieher Z/~hligkeit das Kontinuum der Drehungen um 

Winkel 0 < ~0 < 2 ~ zuzuordnen. Damit sind die 
Tabelle I a Symmetriegruppen erster Art Coo, D ~  und K, die 

Coo Kugeldrehgruppe, erkl/~rt. Jeder Versueh, einer Sym- 
C ~  = Coo x $2 metrie oder Untersymmetrie Coo eine UntergTuppe 
Dcr = ( C o o  ; C o  O �9 d2) vom Index 2 zu entnehmen und die Nebenklassenele- 
Coo~ (C~; C~ d2.i) ~ mente durch Multiplikation mit i oder in anderer 
K Weise umzuinterpretieren, wiirde, falls er gel/~nge, zu 
K~ = K x S~ physJkalisch unsinnigen Symmetrien fiihren. Es ist 

daher angezeigt, naeh solchen Zerlegungen gar nieht zu 
suehen und nur jene Schliisse aus unserer Tabelle zu entnehmen, die yon solchen 
Zerlegungen nieht Gebrauch machen. Mit der Beschrinkung auf das physikahsch 
Sinnvolle kSnnen wit nun die Punktsymmetrien endlieher Ordnung durch solehe 
niehtendlicher Ordnung nach Tab. I a vervollst/~ndigen. 

Die bisher angestellten Betraehtungen eignen sich ebenfalls zur Klassifizierung 
der Doppelgruppen yon Punktsymmetriea naeh dem ~erkmal  gegenseitiger 
Isomorphie. 

Werm man unter Symmetrieoperation erster Art mit Fixpunkt eine Operation 
versteht, die einen Punkt  fest 1/~Bt und, ohne den Drehsinn einer Sehraube zu ver- 
/indern, eine beliebige geometrisehe Fignr in eine kongruente Figur iiberfiihrt, 
dann braucht man yon den Einzelheiten dieser Bewegung niehts zu wissen. Ver- 
schiedene MSglichkeiten einer geometrischen Interpretation dieser Operation sind 
dureh versehiedene Wege gekennzeichnet, wobei unter einem Weg eine konti- 
nuierliehe l~olge yon Zwisehenlagen zu verstehen ist. Sieht man yon den Unter- 
sehieden dieser Wege ab, so bleibt als ihr gemeinsames Merkmal eine Beziehung 
zwisehen Anfangs- und Endlage bestehen, und wir k6nnen die Operation oder die 
Gesamtheit der Wege dureh eine Drehung nm eine feste Achse mit einem bestimm- 
ten Winkel reprisentieren. Nimmt man die Versehiedenheiten der Wege aber zur 
Kenntnis, so finder man unendlieh viele MSgliehkeiten, die Operation durch- 
zufiihren. 

Betrachtet man stetig ineinander deformierbare Wege als/~quivalent, so zeigt 
sieh, dab eine Drehung um den Winkel 2= zwar s~etig in eine Drehung desselben 
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Winkels um jede andere Aehse deformierbar ist, aber nieht in eine Drehung um 
den Winkel 4m Dagegen erweisen sieh die Drehung um den Winkel 4~ und die der 
Gruppeneinheit entspreehende Operation als/~quivalent. (Vgl. das H. Weylsehe 
~{odell der abrollenden Kegel.) Als Folge der angedeuteten topologisehen Verh/fit- 
nisse finder man, dab eine Symmetriegruppe, f/Jr deren Operationen die Frage der 
~quivalenz yon Wegen aus irgendwelehen Grfinden yon Einflug ist, zu jeder ihrer 
Operationen jeweils eine weitere Operation besitzt, die sieh yon der ersten dutch 
eine Drehung ~mit  dem Winkel 2~ unterseheidet. Da die Drehung 4~ der Grup- 
peneinheit ~quivalent ist, mug e v o n  der Ordnung 2 sein, und auBerdem finder 
man s mit allen Gruppenoperationen vertausehbar. 

Es ist erstaunlieh, dab es quantenmeehanisehe Teilehen gibt - es sind solehe 
mit halbzahligem Spin --, die eine Frage naeh ihrem Symmetrieverhalten nur dann 
in eindeutiger Weise zu beantworten gestatten, wenn zwisehen nieht-~quivalenten 
Wegen untersehieden wird. Punktsymmetriegruppen, die zwisehen nieht-gquiva- 
lenten Wegen nnterseheiden, nennt man Doppelgruppen. 

Doppelgruppen bestehen demnaeh aus Elementen (g~, g~ e), die sieh paarweise 
um den l~'aktor e unterseheiden. Wit unterseheiden I)oppelgruppen erster und 
zweiter Art, je naehdem ob sie keine oder aueh Spiegelungen enthalten. Die 
Spiegelungen sind erkl/~rt, wenn wir die Inversion i in ihrer geometrisehen Be- 
deutung unvergndert aueh innerhalb der Doppelgruppe verwenden. Das Elemen- 
tepaar (e, e) bildet eine Untergruppe (Normalteiler). Indem wir in einer Doppel- 
gruppe G t yon der Frage der Aquivalenz yon Wegen absehen, also e und e als 
nieht versehieden betraehten, erhalten wit eine Gruppe, die als gew6hnliehe 
Punktsymmetriegruppe G interpretiert werden kann. Oder : auf Grund der Abbil- 
dung (e, e) --~ e wird Gt homomorph auf G abgebildet. 

Die Klassifizierung der Doppelgruppen naeh ihrer Isomorphie unterliegt nun 
folgender Betraehtung: 

Sind zwei Symmetriedoppe]gruppen erster Art isomorph, G~ -~ G t so sind es 
aueh ihre dureh den Ubergang (e, s) --> e entstehenden homomorphen Bilder G~ 
und G~. Da es abet keine isomorphen Punktsymmetrien erster Axt gibt, mug diese 
Behauptung aueh fiir Doppelgrnppen erster Art gelten. 

Da i, die Inversion, innerhalb der Doppelgruppen die gleiehe Rolle spielt wie 
innerhalb der einfaehen Symmetriegruppen, k6nnen wit dig bei den einfaehen 
Symmetriegruppen beniitzten Argumente in gleieher Weise auf Doppelgruppen 
beziehen, und wit haben nur anzumerken, dab die Untergruppe der Drehungen in 
einer Doppelgruppe zwei~er Art ebenfalls Doppelgruppe ist, d. h. aus Elementen 
erster Art g~, g~ e besteht. Damit stoBen wit erst bei der l~ragestellung, wann bei 
Gruppen erster Art ein direktes Produkt aus einer Doppeluntergruppe vom Index 
2 und einer Untergruppe der Ordnung 2 vorlieg~, anf einen eharakteristisehen 
Untersehied. 

W/~hrend ngmlieh bei einfaehen Symmetriegruppen das Element % eine Dre- 
hung um den Winkel x, yon der Ordnung 2 ist, ist die Ordnung einer solehen Dre- 
hung bei der Doppelgruppe 4. Das einzige Element der Ordnung 2 in einer Doppel- 
gruppe erster Art ist s. 

Wfirden wit bei einer Zerlegung einer Doppelgruppe erster Art in eine Doppel- 
untergruppe vom Index 2 und ihre Nebenklasse auf eine direkte Produktzerlegung 
stogen, so mfiBte wegen Gt = (g~; g~ s) • (e, co) das Element co, da es yon der 

t4" 
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Ordnung 2 sein muB, mit  e iibereinstimmen. D~ s a b e r  schon in der U n t e r ~ u p p e  
(g~, g~ s) auftritt ,  ist dies ein Widerspruch zur Definition des direkten Produk~es. 

Demnach entf~llt fiir Doppelgruppen der SchluB (2a), well die Voraussetzun- 
gen dafiir in keinem F~lle zu~reffen k6nnen. Es bleiben also nur noch die in Tab. 1 
und i a durch Doppelpfeile angcdeuteten Schliisse (2 b) bestehen, und die Isomor- 
phiebetrachtung ffir Doppelgrulopen ist damit  abgeschlossen. 

T~belle 2 

/ 
n > ~l Spezialf~lle n = t 

g e l i d  e 
2n 2rt I 

//  

t t ~ 

Tt 

ot T~ 

Is*l 

L<I 

Io ,1 

I<l 

C~ St S~ C~ S &. 

D2 r C~ C~h D~ C~ C~ 

In  Tab. 2 sind die Doploelgruppen hinsichtlich Aquivalenz geordnet aufgefiihrt 
und den entsprechenden gew6hnlichen Punk~symmeiriegrnppen gegenfiber- 
gestellt. 

Es bleiben noch die Isomorphismen zwischen Doppe]gruppen und gew6hn- 
lichen Symmetriegruppen zu klgren. 
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Die NSgliehkeit, jeder Symmetriegruppe G+ eine gew6hnliehe SymmeCrie- 
gruppe zuzuordnen, indem man die In~quivalenz yon Wegen nieh~ zur Kenntnis 
nimmt, also die Einheit nnd die Drehung s nm 2z identifiziert, beinhaltet eine tIo- 
momorphie G+ --> G und damit die Isomorphie der Faktorgruppe yon G+ nach dem 
Normalteiler (e, e) mit G. 

Gt 
~G. (~, ~) 

Besteht darfiber hinaus eine Isomorphie zwisehen einer Doppelgruppe G t u n d  
einer ehffaehen Symmetriegruppe G', so gilt folgendes : 

Ist G+ erster Art oder zu einer Doppelgruppe erster Art isomorph, enthglt 
demnach also nut  ein einziges Element der Ordnnng 2, n~mlieh s, so mul3 eine dazu 
isomorphe einfache Symmetriegruppe vom Typ C2n oder dazu isomorph sein; 
denn alle anderen Punktsymmetrien haben mehr als ein Element der Ordnung 2 
(vgl. Tab. 1). Es gentigt also, die Isomorphie C~ ~ C2n zu kennen, die wegen der 
Eigensehaft der beiden Gruppen, cyclisch yon der Ordnung 2n zu sein, evident ist. 

Ist G+ nieht yon der ersten Art und aueh nieht isomorph dazu, also, wie wit 
gesehen haben, yon der Form S t • S 2 und hat sie demnaeh drei Elemente der 
Ordnnng 2, ngmlich e, i, s �9 i, so mug aueh eine isomorphe einfache Symmetrie- 
gruppe yon der Form g • S 2 oder isomorph dazu sein. Liegt n~mlich bei ein- 
fachen Symmetriegruppen ein direktes Prodnkt mit einer Gruppe der Ordnung 2 
vor, so ist es entweder bereits yon der Form g • S 2 oder abet isomorph dazu. Ans 
der Isomorphie g+ x S ~ g  • S 2 folgt die Isomorphie g+ ~ g zwisehen einer 
Doppelgruppe erster Art und einer gew6hnliehen Gruppe. Die ist abet bereits be- 
handelt. 

Damit sind die in Tab. 3 aufgeffihrten Isomorphien verst~ndfieh, die einzigen, 
die zwisehen Doppelgruppen und gew6hnliehen Symmetriegruppen bestehen. 

Tabelle 3 

n > 1 Spezialfall n : I 

// 
# 

S2t,, C2nh S2 r D2 ~2h C2v 

// 

Cng C2nh 

Die Veranlassnng, die hier dargestellten Uberlegungen auch auf Doppel- 
gruppen auszndehnen, verdanke ieh einer privaten Bemerkung yon Iterrn E. 
FIox (vgl. Handbuehartikel E. FIc~ und G. Joos  ,,Kristallspektren", Handbueh 
der Physik, S. FL~GG~, Bd. XXVIII ,  Berlin, GSttingen, Heidelberg: Springer 
1957), wonaeh gerade bei den Doppelgruppen der Mangel an einer systema- 
tisehen Deduktion der Isomorphismen empfunden wird. 

(Eingegangen am 13. Miirz 1964) 


