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In der vorliegenden Abhandlung wird eine systematische Deduktion der Isomorphismen
inmerhalb der Gruppen und Doppelgruppen von Punktsymmetrien angegeben und das Resul-
tat in Tabellen veranschaulicht. Dabei werden folgende Begriffe und Sitze aus der elementaren
Gruppentheorie verwendet: Gruppe, Untergruppe, ocyclische Untergruppe, Normalteiler,
Ordnung, Index, Nebenklasse, direktes Produkt, Homomorphie, Isomorphie, Faktorgruppe,
Isomorphiesatz.

In the present paper a systematic deduction of the isomorphisms among the groups and
double-groups of point-symmetries is given. The results are shown in tables. The following
concepts and theorems from elementary group theory are used: group, sub-group, cyclic sub-
group, invariant sub-group, order, index, coset, direct product, homomorphism, isomorphism,
factor-group, theorem of isomorphism,

Dans la présente publication une déduction systématique des isomorphismes parmi les
groupes et double-groupes de symétries & point fixe est donnée; les résultats obtenus sont
illustrés dans des tableaux. On a utilisé les notions et théorémes suivants de la théorie é1é-
mentaire des groupes: groupe, sous-groupe, sous-groupe cyclique, sous-groupe invariant,
ordre, indice, sous-groupe associé, produit direct, homomorphisme, isomorphisme, groupe
factoriel et théoréme d’isomorphisme.

Die praktisch wichtigste Anwendung der Gruppentheorie auf dem Gebiet der
Quantenmechanik griindet sich auf Informationen, die wir mit Hilfe der Charak-
tere einer gegebenen Symmetrie entnehmen konnen. Ist ndmlich eine beobachtbare
GroBe eines quantenmechanischen Systems — eine Observable — unempfindlich
gegeniiber Veridnderungen des Systems und sind diese Veranderungen spezielle
Deckoperationen zu einer bestimmten Symmetrie, sind also die Deckoperationen
an dem System ohne Einflull auf die Observable, dann erlaubt uns die Kenntnis
der Charaktere zu dieser Symmetrie eine physikalisch sinnvolle Klassifizierung
von Quantenzahlen und Eigenfunktionen, Einblick in ihr Transformationsver-
halten bei Anwendung der Gruppenoperationen und ihren Entartungsgrad, qualita-
tive Aussagen iiber die Wirkung kleiner Stérungen des Systems von aulBen,
wesentliche Vereinfachungen bei numerischen Rechnungen u. a. m.

Innerhalb der Chemie ist das System ,,Molekiil und die Beobachtung seiner
Energie ein Hauptanliegen, und Symmetrien in diesem Zusammenhang sind solche
mit gemeinsamem Fixpunkt aller Symmetrieoperationen, die ,,Punktsymme-
trien”. Klassifizierung der Energieeigenzustinde und Terme, Schalenaufbau,
optische Ubergangsverbote, Termaufspaltung zufolge der Wirkung duBerer Felder,
Eignung von Valenzzustanden zweier Molekiilteile zur Formulierung einer homdo-
polaren Bindung, Klassifikation von Normalschwingungen usw. gehéren in diesem
Fall zum Informationsschatz der Charakterentafel.

* Meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. Joskpu Lensg, in Dankbarkeit zu-
geeignet,
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Bei der Benutzung der Charakierentafeln fallt auf, dafl es verschiedene Sym-
metrien mit identischer Charakterentafel gibt. Als Grund dafiir findet man, daB
zwischen solchen Symmetrien die Moglichkeit einer umkehrbar eindeutigen Zu-
ordnung der einzelnen Symmetrieoperationen besteht, und daB diese Zuordnung
strukturtreu ist, d. h. auch beziiglich aller innerhalb der Gruppe méglichen Zer-
legungen der Symmetrieoperation in Teiloperationen bestehen bleibt. Man sagt,
die Symmetrien sind dquivalent, die Symmetriegruppen sind isomorph oder sie
gind verschiedene geometrische Interpretationen einer abstrakten Gruppe.

Die Charakterentafel ist demnach durch die Struktur der Gruppe véllig be-
stimmt. Dem naheliegenden Bediirfnis, entweder alle isomorphen Symmetrie-
gruppen ihrer gemeinsamen Charakterentafel zugeordnet zu finden oder aber eine
Methode zur Herstellung dieser Ordnung zu haben, wird in den einschléagigen Lehr-
biichern nicht oder unvollstindig entsprochen. Dariiber hinaus ist uns aus der
Literatur keine generelle Argumentation mit den anschaulichen Begriffen der
Symmetriegruppe bekannt, wonach diese Isomorphismen logisch zwingend erfaflt
werden. Im folgenden soll daher ein solches Verfahren fiir die Gruppen und Doppel-
gruppen der Punktsymmetrien dargelegt und als Resultat eine vollstindige Ta-
belle angegeben werden.

Wir behandeln zundchst die einfachen Punktsymmetriegruppen.

Die geometrische Interpretation einer Gruppe durch eine Punktsymmetrie
erster Art, eine Symmetriegruppe, die nur Drehungen und keine Spiegelungen ent-
hélt, ist, falls moglich, eindeutig. Dieser Tatbestand wird anschaulich klar, wenn
man sich mittels der Geometrie davon iberzeugt, dafl Zahl und Zahligkeit der
Symmetrieachsen auch deren gegenseitige Orientierung und damit alles Erforder-
liche iiber das Symmetrieachsensystem festlegt. Da die einzig mogliche geome-
trische Interpretation einer cyclischen Grappe der Ordnung m durch eine Sym-
metrie erster Art zur Symmetrie einer m-zéhligen Drehachse fiihrt, da andererseits
Zahl und Ordnung der eyclischen Untergruppen in einer Gruppe endlicher Ordnung
feststehen, ist die Symmetrie durch die Gruppe also festgelegt. Es gibt keine
dquivalenten Punktsymmetrien erster Art.

Wir erginzen die Punktsymretrien erster Avt durch solche zweiter Art. Da-
bei verwenden wir mit Vorteil das Korollar:

Enthiilt eine Klasse dquivalenter Punktsymmetrien mehr als eine Symmetrie, dann
befindet sich darunter immer eine Symmelrie erster Art.

Beweis: Symmetrien zweiter Art enthalten eine Untersymmetrie erster Art
von Index 2; denn die Drehungen bilden fiir sich eine Gruppe, und die Zu-
sammensetzung zweier belicbiger Operationen zweiter Art aus der Gesamtsymme-
trie entspricht einer ihrer Drehungen. Also liegen alle Operationen zweiter Art in
der einzigen Nebenklasse. Eine Symmetriegruppe zweiter Art S 1aBt demnach

immer eine Zerlegung zu
S=1{¢, 0,9, (1)

wobei die g, die Drehungen und s irgendeine Operation zweiter Art aus der Sym-
metriegruppe S bezeichnen sollen.

Es ist nun zweckmdBig, diese Nebenklasseneinteilung (1) unter Benutzung der
Inversion am Fixpunkt ¢ zu schreiben. Das Element ¢ ist von der Ordnung zwei, und
es ist mit jeder beliebigen Drehung um eine Achse durch den Fixpunkt vertausch-
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bar. Daraus geht hervor, daB ein beliebiges Element zweiter Art s aus 8 in ein-
deutiger Weise in die Inversion s und eine (nicht notwendig zu S gehérige) Drehung
¢ zerlegt werden kann:

S==dc=1ci .

Fiir die Nebenklasseneinteilung (1) sind demnach zwei Félle moglich:

(1a) Die Symmetriegruppe S enthalt die Inversion .

Dann gilt: S={(g,; gt) .
{1b) Die Symmetriegruppe enthélt die Inversion ¢ nicht.
Dann gilt: S =1(9,: 9,9
wobei die Drehungen g, = g,¢ nicht zu den Symmetricoperationen aus S
gehoren.
Im Falle (1a) liegt ein direktes Produkt vor

S=gx§,,

wobei g die Untersymmetrie erster Art mit den Drehungen g, und 8, die Inver-
sionsgruppe, bestehend aus der Einheit ¢ und der Inversion 7 bezeichnet.
Im Falle (1b) fiihrt der Ubergang ¢ — e (¢ = Gruppeneins) zu einer Abbildung

S=1(g,;95~>,:9)

P
g’UZ(_.)gV

Gy Ju <> GvGu
9,10 ~—9,9n
9,198 9,9,
ein Isomorphismus ist, der auf eine Symmetriegruppe erster Art fithrt.

Zu jeder Symmetriegruppe zweiter Art ohne Inversionszentrum gibt es also
eine isomorphe Symmetriegruppe erster Art.

Demnach sind isomorphe Symmetriegruppen zweiter Art ohne Isomorphie zu
einer Symmetriegruppe erster Art nur innerhalb der Symmetriegruppen mit Inver-
sionszentrum zu suchen.

Eine solche Isomorphie

die umkehrbar eindeutig

und wegen

81 X S =2 g X S,

wiirde aber zur Isomorphie zwischen Symmetriegruppen erster Art g, ~g, fiih-
ren, was der eingangs erwahnten Eindeutigkeit der Interpretation einer Gruppe
durch eine Symmetrie erster Art widerspricht.

Damit ist aber unser Korollar bewiesen.

Um bestehende Isomorphismen systematisch aufzufinden, kénnen wir also
dem Korollar gemdBl von den Punktsymmetrien erster Art ausgehen. Dabei wird
sich die vorgenommene Fallunterscheidung als niitzlich erweisen.

Besteht eine Isomorphie zwischen Punktsymmetriegruppen, dann mu8 die
isomorphe Symmetriegruppe erster Art eine Untergruppe vom Index 2 besitzen.
Indem wir alle méglichen, geometrisch nicht &quivalenten Zerlegungen nach einer
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solchen Untergruppe und ihrer Nebenklasse an den Symmetriegruppen erster Art
vornehmen, bieten sich zwei Wege zur Erzeugung isomorpher Symmetrien zweiter
Art an.

(2b) GemaB dem Ubergang
G =(9,5 9)=> (9,5 9,4)
erhalten wir Symmetriegruppen zweiter Art ohne Inversionszentrum. Alle
von den verschiedenen Zerlegungen einer Gruppe erster Art ¢ auf diese Weise
abgeleiteten Symmetriegruppen zweiter Art sind untereinander und zu @
isomorph. Mit dieser Zuordnung werden alle Symmetriegruppen zweiter Art
ohne Inversionszentrum erfafit.

(2a) Erweist sich eine Zerlegung der obigen Art als direktes Produkt aus der
Untergruppe g und eine Untergruppe der Ordnung zwei, ist also

G=(g,:9) =190 =ax0,
50 besteht neben der Zuordnung (2b) noch (vgl. 1a) die Zuordnung
G = g X 02: (gv s gvc‘.’,)—%(gv B gﬂ) =g X Sz ’

welche zu einer isomorphen Symmetriegruppe mit Inversionszentrum fithrt.

(2¢) Die mit (2a) und (2b) noch nicht erfalten Symmetriegruppen sind not-
wendig von der Form G x S,, sie entstehen durch direkte Produktbildung
von S, mit allen beim Schritt (2a) nicht als direkte Faktoren aufgetretenen
Symmetriegruppen erster Art.

Bevor wir an Hand des dargelegten Verfahrens eine Tabelle der dquivalenten
Punktsymmetrien aufstellen, ist es zweckméBig, sich die geometrische Bedeutung
des direkten Produktes zweier Untergruppen erster Art von der Ordnung 2 bzw.
dem Index 2 klarzumachen.

Die Symmetrieuntergruppe erster Art von der Ordnung 2, die C,, enthilt die
Einheit und eine Drehung ¢, um den Winkel zz. Sie kann dann und nur dann als
direkter Faktor auftreten, wenn ¢, mit allen itbrigen Drehungen vertauschbar ist
und nicht in der Untergruppe ¢ aus der Zerlegung G = g - U, vorkommt. Die
Bedingung fiir Vertauschbarkeit wird anschaulich klar an der geometrischen Be-
deutung von konjugierten Drehungen. Gilt nihmlich ¢ = d ¢ d 1, so représentiert
¢’ eine Drehung desselben Winkels wie ¢ um eine Achse, in die die Achse zu ¢
zufolge der Drehung d ibergeht. Vertauschbarkeit von ¢ und d in der Form
¢ = dcd1bzw. d = ¢d ¢~ interpretiert, besagt also, da} Achsenrichtungen und
Drehwinkel durch wechselseitige Konjugation nicht verdndert werden. Vertausch-
bare Drehungen haben demnach’zusammenfallende Achsen oder auch, falls die
Drehwinkel Umklappungen sind, aufeinander senkrechte Achsen. Zusammen mit
der Bedingung, daB ¢, nicht in g vorkommen darf, ergibt sich damit:

Die Zerlegung von & in ein direktes Produkt der Form G = g x C, ist dann
und nur dann méglich, wenn das Achsensystem der Symetrieuntergruppe g
auBer einer Drehachse ungerader Zahligkeit in Achsenrichtung von €, und dazu
senkrechten Zweierachsen keine weiteren Drehachsen aufweist.

Mit diesen Bemerkungen diirfte es ohne grofie Mithe méglich sein, in der nach-
stehenden Tab. 1 die angegebenen Isomorphien der Punktsymmetriegruppen
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selbst nachzupriifen. Ausgehend von einer Symmetrie erster Art iiberzeugt man
sich von ihren Zerlegungsméglichkeiten nach einer Untergruppe vom Index 2
(jeweils in einer Zeile aufgefithrt) und schliefit gemil (2b) (Doppelpfeil) und, falls
moglich, gemil} (2a) (einfacher Pfeil) auf eine jeweils isomorphe Symmetriegruppe
zweiter Art. Klassen dquivalenter Symmetrien sind am linken Tabellenrand noch
durch Klammern deutlich gemacht. Das Fehlen einer Untergruppe vom Index 2
bei der Tetraeder- und Ikosaedergruppe 7' und J kann aus der Isomorphie zu
A, und U, den alternierenden Permutationsgruppen, geschlossen werden. Es gilt
ndmlich der Satz, daB 9, keine Untergruppen vom Index 2 hat, falls n> 4 ist.

Zur Nomenklatur sei noch bemerkt: GroBe Buchstaben kennzeichnen Gruppen,

kleine Buchstaben Symmetrieoperationen; Drehungen um den Winkel 2T%Sind

durch den Index % charakterisiert. Allgemein sind Drehungen durch den Buchsta-
ben ¢ und, falls es sich um zweizdhlige Drehungen um zur Hauptachse senkrechte
Diederachsen handelt, mit d, bezeichnet. Die Schreibweise Dy = (Cop ; Can * ds)
z. B. bedeutet eine Zerlegung von Dy, in die Untergruppe Csp, und die Neben-
klasse Cgy, - ds, bestehend aus allen Produkten der Elemente von Cyy, mit dy.

Die Tabelle gilt streng nur fiir n > 1; fiir n = { wird die Gruppenbezeichnung
speziell bei den Diedergruppen inkonsequent. Deshalb ist am rechten Tabellen-

Tabelle 1. Zur Isomorphie der Punkisymmelriegruppen

5 {C [e,

<

D (Con = (Crs Curca) Lo Ca ¢ Cs G|

ﬁ Onh :(Cn, Cn'CZ'll:) \/ 8 \./
—

3 |02 = (On, OZn‘Cn) |

é{Sw = (On; CZn'Cn‘?:) J\y

Q_{Onh = (Cr; Cr-1) = Crn x 8 (fiir n = 2 siehe letzte Spalte)

{Dn = (C; Cnrda) 0 ==
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(Th = (T57-3) = T x 8,

0 =(T;T.c) 0

Ta = (T;T-c,i)

[

[7h = (579 - J % 8,
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rand die fiir # = 1 bei Umdeutung von Haupt- und Nebenachsen entstehende Be-
zeichnung angegeben. Dabei ergibt sich speziell fiir Cyp, im Gegensatz zur Gruppe
Cynn Isomorphie mit anderen Symmetriegruppen.

Fiir die in der Tabelle angefithrten Punktsymmetrien kann # beliebig groBe
endliche Werte annehmen. Der Grenziibergang n — oo allerdings st64t auf Schwie-
rigkeiten, wie man schon aus der Abhingigkeit der Klasseneinteilung nach &dqui-
valenten Symmetrien von der Teilbarkeit der Zahl n durch 2 erkennt. Der Uber-
gang n — oo wirde zu Gruppen abzéhlbarer Ordnung fithren, deren geometrische
Interpretation besonders dann auf topologische Schwierigkeiten, auf physikalisch
gesehen pathologische Symmetrien fithren wiirde, wenn wir zur Interpretation
als Symmetrie die geometrische Sonderstellung von solchen Untergruppen ver-
stehen miiften, die aus der Gesamtheit der Operationen zu einer Achse unend-
licher Zahligkeit eine unendliche Teilgesamtheit enthalten. Esist demnach physika-
lisch naheliegend, auf einen Grenziibergang der diskutierten Art zu verzichten und
allen Achsen mit nicht endlicher Zahligkeit das Kontinuum der Drehungen um

Winkel 0 < ¢ < 2 7 zuzuordnen. Damit sind die

Tabelle 1a Symmetriegruppen erster Art C_,, D, und K, die
c, Kugeldrehgruppe, erklart. Jeder Versuch, einer Sym-
Cor = Oy %8, metrie oder Untersymmetrie C_, eine Untergruppe
D, =(0,;C, dy) , vom Index 2 zu entnehmen und die Nebenklassenele-
Cop =(Cp;Cy +dy-1) b mente durch Multiplikation mit ¢ oder in anderer
K Weise umzuinterpretieren, wiirde, falls er gelinge, zu
Kp=Kx8, physikalisch unsinnigen Symmetrien fihren. Es ist

daher angezeigt, nach solchen Zerlegungen gar nicht zu
suchen und nur jene Schliisse aus unserer Tabelle zu entnehmen, die von solchen
Zerlegungen nicht Gebrauch machen. Mit der Beschrankung anf das physikalisch
Sinnvolle kénnen wir nun die Punktsymmetrien endlicher Ordnung durch solche
nichtendlicher Ordnung nach Tab. 1a vervollstdndigen.
Die bisher angestellten Betrachtungen eignen sich ebenfalls zur Klassifizierung
der Doppelgruppen von Punktsymmetrien nach dem Merkmal gegenseitiger
Isomorphie.

Wenn man unter Symmetrieoperation erster Art mit Fixpunkt eine Operation
versteht, die einen Punkt fest 148t und, ohne den Drehsinn einer Schraube zu ver-
andern, eine beliebige geometrische Figur in eine kongruente Figur tiberfiihrt,
dann braucht man von den Hinzelheiten dieser Bewegung nichts zu wissen. Ver-
schiedene Moglichkeiten einer geometrischen Interpretation dieser Operation sind
durch verschiedene Wege gekennzeichnet, wobei unter einem Weg eine konti-
nuierliche Folge von Zwischenlagen zu verstehen ist. Sieht man von den Unter-
schieden dieser Wege ab, so bleibt als ihr gemeinsames Merkmal eine Beziehung
zwischen Anfangs- und Endlage bestchen, und wir kénnen die Operation oder die
Gesamtheit der Wege durch eine Drehung um eine feste Achse mit einem bestimra-
ten Winkel reprisentieren. Nimmt man die Verschiedenheiten der Wege aber zur
Kenntnis, so findet man unendlich viele Moglichkeiten, die Operation durch-
zufithren.

Betrachtet man stetig ineinander deformierbare Wege als dquivalent, so zeigt
sich, daB eine Drehung um den Winkel 27 zwar stetig in eine Drehung desselben
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Winkels um jede andere Achse deformierbar ist, aber nicht in eine Drehung um
den Winkel 47z. Dagegen erweisen sich die Drehung um den Winkel 47z und die der
Gruppeneinheit entsprechende Operation als dquivalent. (Vgl. das H. Weylsche
Modell der abrollenden Kegel.) Als Folge der angedeunteten topologischen Verhélt-
nisse findet man, dal eine Symmetriegruppe, fiir deren Operationen die Frage der
Aquivalenz von Wegen aus irgendwelchen Griinden von Einflu8 ist, zu jeder ihrer
Operationen jeweils eine weitere Operation besitzt, die sich von der ersten durch
eine Drehung & mit dem Winkel 27 unterscheidet. Da die Drehung 47 der Grup-
peneinheit dquivalent ist, muBl ¢ von der Ordnung 2 sein, und auBerdem findet
man ¢ mit allen Gruppenoperationen vertauschbar.

Es ist erstaunlich, daf es quantenmechanische Teilchen gibt — es sind solche
mit halbzahligem Spin —, die eine Frage nach ihrem Symmetrieverhalten nur dann
in eindeutiger Weise zu beantworten gestatten, wenn zwischen nicht-adquivalenten
Wegen unterschieden wird. Punktsymmetriegruppen, die zwischen nicht-adquiva-
lenten Wegen unterscheiden, nennt man Doppelgruppen.

Doppelgruppen bestehen demnach aus Elementen (g,, ¢, €), die sich paarweise
um den Faktor & unterscheiden. Wir unterscheiden Doppelgruppen erster und
zweiter Art, je nachdem ob sie keine oder auch Spiegelungen enthalten. Die
Spiegelungen sind erklirt, wenn wir die Inversion ¢ in ihrer geometrischen Be-
deutung unverdndert auch innerhalb der Doppelgruppe verwenden. Das Elemen-
tepaar (e, &) bildet eine Untergruppe (Normalteiler). Indem wir in einer Doppel-
gruppe G von der Frage der Aquivalenz von Wegen absehen, also ¢ und ¢ als
nicht verschieden betrachten, erhalten wir eine Gruppe, die als gewdhnliche
Punktsymmetriegruppe ¢ interpretiert werden kann. Oder: auf Grund der Abbil-
dung (e, &) — e wird @' homomorph auf @ abgebildet.

Die Klassifizierung der Doppelgruppen nach ihrer Isomorphie unterliegt nun
folgender Betrachtung:

Sind zwei Symmetriedoppelgruppen erster Art isomorph, G =@, so sind es
auch ihre durch den Ubergang (e, ¢) — e entstehenden homomorphen Bilder G,
und (5. Da es aber keine isomorphen Punktsymmetrien erster Art gibt, muf diese
Behauptung auch fiir Doppelgruppen erster Art gelten.

Da 4, die Inversion, innerhalb der Doppelgruppen die gleiche Rolle spielt wie
innerhalb der einfachen Symmetriegruppen, kénnen wir die bei den einfachen
Symmetriegruppen beniitzten Argumente in gleicher Weise auf Doppelgruppen
beziehen, und wir haben nur anzumerken, daB die Untergruppe der Drehungen in
einer Doppelgruppe zweiter Art ebenfalls Doppelgruppe ist, d. h. aus Elementen
erster Art ¢,, g, ¢ besteht. Damit stoflen wir erst bei der Fragestellung, wann bei
Gruppen erster Art ein direktes Produkt aus einer Doppeluntergruppe vom Tndex
2 und einer Untergruppe der Ordnung 2 vorliegt, auf einen charakteristischen
Unterschied.

Wiahrend ndmlich bei einfachen Symmetriegruppen das Element ¢,, eine Dre-
hung um den Winkel 7, von der Ordnung 2 ist, ist die Ordnung einer solchen Dre-
hung bei der Doppelgruppe 4. Das einzige Element der Ordnung 2 in einer Doppel-
gruppe erster Art ist ¢.

Wiirden wir bei einer Zerlegung einer Doppelgruppe erster Art in eine Doppel-
untergruppe vom Index 2 und ihre Nebenklasse auf eine direkte Produktzerlegung
stoBen, so miilite wegen G7= (g,; g, ¢) X (¢, w) das Element w, da es von der

14*
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Ordnung 2 sein muB}, mit ¢ iibereinstimmen. Da ¢ aber schon in der Untergruppe
{0ys ¢» €) auftritt, ist dies ein Widerspruch zur Definition des direkten Produktes.

Demnach entfillt fir Doppelgruppen der Schlull (2a), weil die Voraussetzun-
gen dafiir in keinem Falle zutreffen kénnen. Es bleiben also nur noch die in Tab. 1
und 1a durch Doppelpfeile angedeuteten Schliisse (2b) bestehen, und die Isomor-
phiebetrachtung fiir Doppelgruppen ist damit abgeschlossen.

Tabelle 2
n>1 Spezialfalle n =1
OI x&\%@'b% i }O ‘ ’ G ’
ot oh| T8t o [Con Con S o EXEA
‘0 8| | ¢k, o= 5% | O S [0
pf, ¢, & | Da G
&
Dgn G;rm; Djz-h D:Lz * ‘ Dan Dons Dan Dua ' Dy ’Dz Ca Czhl
D;n Ogm: -DZd DZh n= gore®? l Doy Can Dug Daun
|7t 7]
7] 7]
| ot 1 | |0 14|
7] /]
|7t ]
L] ]
o !
]D;, O, \Dm ..
= ]
$K,f { K,

In Tab. 2 sind die Doppelgruppen hinsichtlich Aquivalenz geordnet aufgefiihrt
und den entsprechenden gewohnlichen Punktsymmetriegruppen gegenuber
gestellt.

Es bleiben noch die Isomorphismen zwischen Doppelgruppen und gew6hn-
lichen Symmetriegruppen zu kldren.
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Die Méglichkeit, jeder Symmetriegruppe G eine gewohnliche Symmetrie-
gruppe zuzuordnen, indem man die Indquivalenz von Wegen nicht zur Kenntnis
nimmt, also die Einheit und die Drehung ¢ um 27 identifiziert, beinhaltet eine Ho-
momorphie Gf —> ¢ und damit die Isomorphie der Faktorgruppe von ¢ nach dem
Normalteiler (e, ¢) mit G.

at

(ere)
Besteht dariiber hinaus eine Isomorphie zwischen einer Doppelgruppe G und
einer einfachen Symmetriegruppe &', so gilt folgendes:

Ist GF erster Art oder zu einer Doppelgruppe erster Art isomorph, enthilt
demnach also nur ein einziges Element der Ordnung 2, ndmlich ¢, so muB eine dazu
isomorphe einfache Symmetriegruppe vom Typ C,y oder dazu isomorph sein;
denn alle anderen Punktsymmetrien haben mehr als ein Element der Ordnung 2
(vgl. Tab. 1). Es geniigt also, die Isomorphie C = Cy;, zu kennen, die wegen der
Eigenschaft der beiden Gruppen, cyclisch von der Ordnung 2% zu sein, evident ist.

Ist GF nicht von der ersten Art und auch nicht isomorph dazu, also, wie wir
gesehen haben, von der Form gt x 8, und hat sie demnach drei Elemente der
Ordnung 2, nimlich ¢, 7, £ - 7, so muf} auch eine isomorphe einfache Symmetrie-
gruppe von der Form g x S, oder isomorph dazu sein. Liegt ndmlich bei ein-
fachen Symmetriegruppen ein direktes Produkt mit einer Gruppe der Ordnung 2
vor, 8o ist es entweder bereits von der Form g x §, oder aber isomorph dazu. Aus
der Isomorphie gf x S,=g x S, folgt die Isomorphie gf = ¢ zwischen einer
Doppelgruppe erster Art und einer gewshnlichen Gruppe. Die ist aber bereits be-
handelt.

Damit sind die in Tab. 3 aufgefithrten Isomorpbien verstandlich, die einzigen,
die zwischen Doppelgruppen und gewthnlichen Symmetriegruppen bestehen.

Tabelle 3
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Die Veranlassung, die hier dargestellten Uberlegungen auch auf Doppel-
gruppen auszudehnen, verdanke ich einer privaten Bemerkung von Herrn E.
Fick (vgl. Handbuchartikel E. Fiox und G. Joos ,,Kristallspektren®, Handbuch
der Physik, S. Frtecr, Bd. XXVIII, Berlin, Géttingen, Heidelberg: Springer
1957), wonach gerade bei den Doppelgruppen der Mangel an einer systema-
tischen Deduktion der Isomorphismen empfunden wird.

{ Eingegangen am 13. Mdirz 1964)



